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O Sudoku trochu inak

Marian Trenkler

Abstract: The mathematical brain-twister SUDOKU (Number Place in the U.S.) has
recently gained great popularity. We point out a relationship between SUDOKU and
4-dimensional Latin cubes. Namely, we assign the cells 4-tuples of numbers — coordi-
nates in 4-dimensional space and then consider the game plan as a 4-dimensional cube.
We also mention some variants of SUDOKU.

Nedavno sa stala na Slovensku popularnou hra SUDOKU, ktora vznikla asi pred
tridsiatimi rokmi v USA. Nazov tejto hry — Ciselného hlavolamu — je odvodeny z ja-
ponskych slov SU (Cislo) a DOKU (slobodny) a v Japonsku sa hra stala obFabenou
v roku 1986. V Eurdpe bola SUDOKU predstavend v novembri 2004 v znamom
britskom denniku The Times. KedZe znaky €isel st rovnaké v mnohych jazykoch,
hra sa rychlo rozSirila a stala popularnou aj v dalSich krajinach. Poznamenajme,
Ze v americkych Casopisoch pre hadankarov sa SUDOKU nazyva Number Place.
Mnoho informacii mdze najst Citatel na Internete (napr. [5, 6].

Hracim polom (alebo hracim planom) SUDOKU je Stvorcové tabulka pozosta-
vajlca z 9 x 9 Stvor€ekov (v préaci ich nazyvame policka), ktoré si rozdelené do
deviatich zhodnych Stvorcovych tabuliek (blokov) pozostavajicich z 3 x 3 policok.
V niektorych poliCkach st vpisané prirodzené Cisla od 1 do 9. Zvyc€ajne su Cisla
vpisané do policok, ktoré st simerné podra stredu hracieho planu. (Pozri Obr. 1.)
Ciefom hry je doplnit do kaZzdého prazdneho policka €islo tak, aby v kazdom riadku,
v kazdom stipci a aj v kazdom bloku boli vietky &islaz mnoZiny {1,2,3,...,9}. Kvéli
tomu, aby niektoré vztahy boli jednoduchSie, budeme v nasledujicom texte namiesto
Cisel {1,2,3,...,9} vpisovat do poliCok Cisla z mnoZiny M = {0,1,2,...,8}.

Ak sa pozrieme na hru SUDOKU o€ami matematika, mdZeme sformulovat rézne
otazky. Bolo uzZ publikovanych viacero matematickych prac, ktoré sa zaoberaju od-
povedami na otazky suvisiace s rieSenim hry. St to otazky typu: Pre ak( vychodziu
konfiguréciu Cisel mé Gloha jednoznacné rieSenie? Korko rieSeni méa Gloha? Aka je
Casova zloZitost algoritmu, ktory hru rieSi? V tejto praci sa vSak budeme zaoberat
inou strankou hry. Jednotlivé poli€ka oznacime Stvoricou Cisel — stradnic a hraci plan
budeme reprezentovat Stvorrozmernou kockou (niekedy nazyvanou aj hyperkocka).
Cielom prispevku je poukazat na niektoré savislosti medzi hrou SUDOKU, latinsky-
mi tvorcami a ich analégiou v 4-rozmernom priestore. Citatel sa mdZe oboznamit



so 4-rozmernymi latinskymi kockami (latinskymi hyperkockami), ktoré matematici
skiimaj( so stale vacsim zaujmom. Praca je teda malou exkurziou do 4-rozmerného
priestoru a mdze byt zdrojom nametov pre odbornd pracu u€itelov aj Ziakov. Pozorny
Citatel m6Zze sformulovat rdzne variacie tejto popularnej hry. Modifikacie m6zu byt
prispdsobené veku a schopnostiam rieSitela.

Na Obrazku 1 je jedno zadanie hry SUDOKU (vpisané €isla st z M) a na Obréaz-
ku 2 jeho rie3enie, vyjadrené v trojkovej siistave. V kazdom riadku, stipci aj bloku
sa nachédza préve raz kazda z usporiadanych dvojic [i, j],0 <i,j < 2. (Na dvoj-
ciferné Cislo v trojkovej slstave sa tu divame ako na usporiadand dvojicu Cislic.)
Odporucame, aby si Citatel rozdelil rieSenie hry do dvoch tabuliek — v prvej by boli
prvé Cislice a v druhej druhé Cislice trojkovych €isel. V oboch tabulkach sa v kazdom
riadku, stipci a bloku bude nachadzat kazdé z &isel 0, 1,2 prave trikrat. Citatefovi to
moze poskytnlt novy pohfad na hru SUDOKU a v niektorych pripadoch aj pomdct
pri hfadani rieSenia.
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Obréazok 1 Obrazok 2

PretoZe vacSina Citatelov sa doposial pravdepodobne nestretla s pojmom hyper-
kocka (4-rozmerna kocka), pre ziskanie urcitej predstavy najskér uvedieme troj-
rozmern( verziu hry. Na Obrazku 3 je nakreslena kocka pozostavajica z 3 x 3 x 3
policok, pricom pismena A, B,C oznaluju tri z jej deviatich vrstiev. KaZda vrstva
sa sklada z deviatich poligok. DalSie dve trojice vrstiev dostaneme, ak kocku ,,roz-
rezeme* dvoma rovinami rovnobeznymi s podstavou, resp. bocnou stenou kocky.
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Obrazok 3



V polickach s napisané €isla z mnoZiny M = {0,1,2,...,8} tak, Ze Cisla v kaZdej
vrstve sl navzajom rbzne.

Priradme prirodzenym spdsobom kaZzdému poli€ku trojicu stradnic, ako na Ob-
razku 4. (Na obrazku si vynechané Ciarky medzi sGradnicami.) Vrstvou nazyvame
deviticu policok, ktoré maji rovnak( sGradnicu na jednej pozicii. Kazda vrstva je
jednoznacne ur¢ena Fubovolnym jej prvkom a dvoma z troch smerov, ktoré st uréené
hranami kocky.
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Obrazok 4

Uloha: Na Obrazku 5 je nakreslena kocka, v ktorej sii &isla vpisané len v jednej tre-
tine poliCok. Do kaZdého prézdneho policka dopliite Cislo z mnoZiny
M ={0,1,2,...,8} tak, aby v kaZdej vrstve bolo kaZdé prave raz.
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Po tomto vylete do trojrozmerného priestoru sa vratme k hre SUDOKU.

Tabulka, ktora je hracim pofom SUDOKU a je vyplnena tak, Ze v kaZdom riadku
akazdom stipci je permutaciamnoZiny M, je v matematike znama ako latinsky tvorec
stupiia 9. (Latinsky Stvorec stupfia n je Stvorcova matica R = |r(k,1); 1 <k, <n|
stupia n, pozostavajica z n? €isel r(k,1)e {0,1,2,...,n— 1}, priom kazdy riadok
a kazdy stipec je permutacou mnoZiny {0,1,...,n—1}.) V hre SUDOKU pravidla
navyse poZadujl, aby aj v kaZzdom bloku bolo kaZdé €islo z mnoZiny M préave raz.

Kazdému poli¢ku hracieho planu priradime Stvoricu €isel - sGradnice tak, ako je
to na Obréazku 6. Prva dvojica sGradnic ur€uje blok a druha dvojica poziciu v ramci
bloku.

Hyperkocka stupiia n je 4-rozmerna matica (tabulka)

An: ’a(|717k7|)7 1 Si7j7k7| §n|

skladajiica sa z n* prvkov (policok) a(i, j,k,1).



a(1111) [a(1112) [a(1113) [a(1211) [a(1212) [a(1213) [a(1311) [a(1312) [a(1313)
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a(2121) | a(2122) |a(2123) |a(2221) |a(2222) | a(2223) |a(2321) |a(2322) | a(2323)
a(2131) [a(2132) | a(2133) [a(2231) |a(2232) |a(2233) [a(2331) |a(2332) | a(2333)
a(3111) [a(3112) | a(3113) [a(3211) [a(3212) [a(3213) [a(3311) |a(3312) [a(3313)
a(3121) |a(3122) |a(3123) |a(3221) [a(3222) |a(3223) | a(3321) |a(3322) | a(3323)
a(3131) |a(3132) | a(3133) [a(3231) |a(3232) |a(3233) [a(3331) |a(3332) |a(3333)

Obrazok 6

Riadkom hyperkocky A, stupfa n rozumieme n-ticu prvkov, ktorych sirad-
nice sa li3ia prave na jednej pozicii. Virstvou hyperkocky rozumieme n2-ticu prvkov,
ktorych stradnice sa liSia prave na dvoch poziciach. Vrstva je jednoznacne urcena
jednym prvkom a dvoma smermi. Smery v hyperkocke sO Styri a sG urCené jej
hranami. Dvojice jednotlivych smerov urCuju Sest zamerani. (Poznamka: Pojmy
smer a zameranie pouZivame v podobnom vyzname ako v analytickej geometrii.
V geometrii smer (zameranie) ozna€uje jednorozmerny (dvojrozmerny) vektorovy
priestor a spolu s jednym bodom ur€uje priamku (rovinu.)) Kazdy smer sa podiefa na
urceni troch zamerani. Dve vrstvy hyperkocky maji rovnaké zameranie prave vtedy,
ked st disjunktné. Hyperkocka stupfia n ma prave 6n? vrstiev patriacich do Siestich
zamerani.

Vratme sa k tabulke na Obrazku 6. Teraz uz vieme povedat, Ze sl na fiom
sGradnice jednotlivych poliok hyperkocky stupfia 3. Bloky 3 x 3, ktoré st ohrani-
¢ené hrubymi Ciarami, zndzoriuja 9 vrstiev tejto hyperkocky rovnakého zamerania.
Napriklad prvok a(1,1,1,1) sa nachadza v Styroch riadkoch pozostavajicich z trojic
prvkov:

1-smer: (a(1,1,1,1),a(1,1,1,2),a(1,1,1,3)),
2-smer: (a(1,1,1,1),a(1,1,2,1),a(1,1,3,1)),
3-smer: (a(1,1,1,1),a(1,2,1,1),a(1,3,1,1)),
4-smer: (a(1,1,1,1),a(2,1,1,1),a(3,1,1,1)).

Tieto riadky patria do Styroch navzajom r6znych smerov, ktoré postupne oznacime
Cislami 1 azZ 4. Sest vrstiev hyperkocky stupfia 3, ktoré majl navzajom r6zne zamera-
niaaobsahuju prvok a(1,1,1,1) je ur€enych Stvoricami rohovych polic¢ok (symbolom
(x-y)-zameranie oznaCime zameranie, ktoré je ur€ené smermi x a y):

(1-2)-zameranie: a(1,1,1,1), a(1,1,1,3), a(1,1,3,1), a(1,1,3,3),
(1-3)-zameranie: a(1,1,1,1), a(1,1,1,3), a(1,3,1,1), a(1,3,1,3),



(1-4)-zameranie: a(1,1,1,1), a(1,1,1,3), a(3,1,1,1), a(3,1,1,3),
(2-3)-zameranie: a(1,1,1,1), a(1,1,3,1), a(1,3,1,1), a(1,3,3,1),
(2-4)-zameranie: a(1,1,1,1), a(1,1,3,1), a(3,1,1,1), a(3,1,3,1),
(3-4)-zameranie: a(1,1,1,1), a(1,3,1,1), a(3,1,1,1), a(3,3,1,1).

PouZitim tejto terminolégie m6Zeme pravidla hry SUDOKU sformulovat nasle-
dujacim spdsobom: V hyperkocke stupia 3 st v niektorych poliCkach vpisané Cisla
z mnoZiny M. Dopliite do kaZzdého prazdneho policka Cislo tak, aby v kaZdej vrstve
so zameranim (1-2), (1-3) a (2-4) sa nachadzali v3etky Cisla z M.

Ak by sme poZadovali, aby sa vo v3etkych vrstvach ur€enych inou kombinaciou
zamerani nachédzali vSetky Cisla z M, dostali by sme aj iné verzie hry SUDOKU.

V dal3ej Casti ukdZeme, ako vyplnit takato tabulku v istom Specialnom pripade.
Najskoér v3ak definujeme dva pojmy: ortogonalne latinské Stvorce a latinska hyper-
kocka.

Dva latinské Stvorce R, = |r(k,l)| a S = |s(k,I)| stupfia n nazyvame ortogo-
nélne, ak v3etky usporiadané dvojice [r(k,1),s(k,l)] st navzajom rozne. UZ od Cias
Leonharda Eulera je zname, Ze pre vSetky neparne n je moZné vytvorit dvojice
ortogonalnych latinskych Stvorcov pouZitim vztahov

1) r(k,1) = (k+1+a) modn, s(k,I) = (k—=1+b) modn

pre vSetky 1 < k,I < n, pricom a,b st Fubovolné celé Cisla. Prvkami tabulky na
Obréazku 7 st dvojice [r(k,I),s(k,1)] prvkov ortogonalnych latinskych Stvorcov Ry
a Sg stupna 9, zostrojenych tymito vztahmi, pre a=b = 0.

2,0 13,814,756 [6,574]837]0,2]1,1
3,1 [4,0 |58 6,7 7.6 85 (0,4 [1,3][22
42 |51 [6,0 7,8 8,7 0,6 [1,5]24 33
53 06,2 |7,1](80 081,726 3,5 4,4
6,4 7,382 0,1 1,028 (3746 |55
7,518,403 [1,2 213,048 5766
86 10,5 1,4 23(324,150]68]77
0,7 1,6 [2,5 [3,4 [4,3 5,2 [9,1 7088
1,8 2,736 |45 |54 |63 |72]81 0,0

Obrazok 7

UZ pred 300 rokmi bolo franclzovi De la Hire zname, Ze z dvojice vhodnych orto-
gonalnych latinskych Stvorcov je mozné vytvorit magicky Stvorec. (Magicky Stvorec
stupfia n je Stvorcova matica M, = |m(k,l); 1 <k,| < n| stupfa n, pozostavajica



z n? po sebe idtcich prirodzenych Cisel m(k, 1), pricom plati, Ze sGget Cisel v kazdom
riadku, kazdom stlpci a oboch diagonalach matice je rovnaky.) Ak zvolime a= 3
a b = 4, tak pouZitim vztahu

mk,1) = 9-r(k 1) +s(k,1) +1

dostaneme magicky Stvorec Mg = |m(k,1);1 < k,I < 9| stupfia 9, ktorého prvky
st Gisla {0,1,2,...,n* — 1}. Parametre a,b sl zvolené tak, aby nielen sicty Cisel
v riadkoch a stipcoch, ale aj stéty &isel na diagonalach boli rovnaké.

Zovseobecnenim latinského Stvorca v 4-rozmernom priestore je latinska hyper-
kocka. Latinska hyperkocka stupna n je hyperkocka

Tn: |t(I7J7k7I); 1 Si7j7k)| §n|)

ktorej prvky st €isla z mnoZiny {0,1,2,...,n—1}, pricom v kaZzdom riadku je
permutacia tychto Cisel.

VSimnime si dve latinské hyperkocky T\, = |t(i, J,k,1)|aUn = |u(i, j,k,1)| stupfian,
ktoré st definované vztahmi

t(i, j, k1) =r(,(r(j,r(k1)))=(+j+k+I) modn,
u(i, j,k, 1) =s(i, (s(j,sk, 1)) =(—j+k—1) modn;

pricom R, a S,, je dvojica ortogonalnych latinskych Stvorcov definovana vztahmi (1).
Tabulka na Obrazku 8, ktora splia podmienky hry SUDOKU, je vytvorena pouZzitim
vztahu

@) v(i, k) =t(i, j,k 1) -nui, j,k1).

Pozorny Citatel si mdZze vSimnat, Ze vSetky prvky z mnoZiny M sa nachéadzajl nie
len vo vSetkych vrstvach troch zameranti, ale vo vrstvach Styroch zamerani. Je to vdaka
vhodnej volbe dvojice latinskych hyperkociek. Ak si zvolime in( vychodziu dvojicu
latinskych Stvorcov (napr. inou volbou parametrov a, b), tak dostaneme iné latinské
hyperkocky stupfa n a z nich iné vyplnenie hyperkocky — hracieho planu. Z kon-
Strukcie zaloZenej na vztahu (2) dokonca vyplyva, Ze aj stcet Cisel vo vietkych riad-
koch hyperkocky je rovnaky pre v3etky volby parametrov a, b. Vhodnymi zamenami
riadkov a stipcov ziskame aj iné taburky (riedenia hry). (Viac podrobnosti o latinskych
Stvorcoch a hyperkockéach je uvedenych v [1, 3, 4].)

Obsah vysSie uvedeného textu ponika Citatel'ovi viac otazok ako odpovedi. Pre-
toZe uvedené vzorce pre latinské Stvorce a hyperkocky platia pre vSetky neparne
hodnoty parametra n, mdZe sa Citatel' zamysliet aj nad hracimi planmi inych rozmerov.
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Obréazok 8

Citatel si mdze vymysliet rdzne variacie hry SUDOKU. In3piraciou mu mdzu
byt nasledujlce poznamky:

1. Predpokladajme, Ze v hyperkocke stupfia 3 st vyplnené niektoré policka Cislami
0,1,2. Ciefom hry je doplnenie Cisel do hyperkocky tak, aby v kaZzdom riadku
bolo kaZzdé z tychto Cisel prave raz. RieSenim hry je latinsk& hyperkocka stupia 3.
(Konstrukcia takychto hyperkociek je uvedena v [4].)

2. Namiesto tabulky rozmerov 9 x 9 mdéZeme upravit hru pre tabufku m? x m?
pozostavajlcu z m? blokov, ktoré maji mx m poliok. V niektorych polickach si
vpisané Cislaz mnoziny N = {1,2,3,...,m?}. Ciefom hry je doplnit chybajlce ¢isla
tak, aby v kazdom riadku, stipci a bloku sa nachadzalo kazdé &islo z mnoZiny N prave
raz. (VWySSie uvedené vztahy (1) a (2) st pouZitelné pre vSetky neparne n.) Sklsenosti
potvrdili, Ze pre deti mladSieho Skolského veku je zaujimava verzia s parametrom
m=2.

3. Iné verzie hry dostaneme, ak vynechdme poZiadavku, aby bloky mali tvar
Stvorca. Tabulka na Obrazku 9 je vytvorena zo 6 x 6 policok, priCom blokmi sa
obdiZniky z 3 x 2 policok.

514 (3]|2|6|1
2(1(6]5 (3|4
4 (3 |5]|1(2]|6
116 (24|53
6 (2 (1]3 (4|5
3|5 (46 (1|2

Obrazok 9
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